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Exercice 1 :

1. Soit a approximer par la méthode de Monte-Carlo I'intégrale suivante :

2 2
]:/e_mdx
0

Il convient au préalable d’écrire I comme une espérance mathématique en se donnant une
densité de probabilité f sur [0, 2] facile a simuler. On choisit pour cet exemlpe la densité
de la loi uniforme continue sur [0,2] qui est la plus simple, soit : f(z) = Ijo2. D’oti, on

déduit directement : )
1
I = / 2% Zdx
0 2

[=E <2e*X2> ot X ~U(0,2)

Soit,

et donc
I 2
I,==) 2%

les X; étant des valeurs simulées de X ~ U(0,2), I, définit I'approximation de I par
la méthode de Monte-Carlo. En conséquence pour trouver cette approximation, on peut
procéder comme suit (n étant donnée) :

e Générer n valeurs indépendantes Uy, Us, -+ , U, ~U(0,1)

e Calculer Xy, Xo, -+, X, par la méthode d’inversion, soit X; = 2U;.

e Calculer g(X;) = 2¢~*X7 pour i = 1 & n et leur moyenne arithmétique simple pour
trouver fn

2. On peut considérer I,, comme un estimateur calculé sur léchantillon de variables X 1, Xo, -, Xy
qui est un échantillon i.i.d qu’on suppose posséder une espérance mathématique m et une
variance 02.0n peut alors chercher si I, possede les proporiétés classiques d’un estima-
teur. Au préalable, on donne 'expression de la variance de I, dont Destimation fournit
une mesure de la précision de cette approximation.

Précision de fn :
Par définition, on a :




Comme les h(X;) sont i.i.d., il s’ensuit que :

Var(L,) = %Var(h(X))

ou encore Var(l,) = ~ E(h2(X)) — E2(h(X))

n
N 1
Soit enfin : Var(l,) = EE(h?()()) —I?

Cette quantité dépendant de I ne peut pas étre donc déterminée. On peut cependant 1’ap-
proximer. En effet, on peut approximer I? par I2. Quant & J = F(h*(X)), on peut, comme
on l'a fait pour I = E(h(X)), utiliser la méthode de Monte-Carlo pour I'approximer, soit
g, = %Z?zl h?(X;), ou les X; sont des valeurs simulées de X selon f.

Une approximation de Var(fn) peut étre aussi donnée par :

—_— 1 R s
Var(l,) = - <Jn . In>
n
qui fournit une estimation de la précision de 'approximation de la méthode de Monte-

Carlo.

. Absence de biais :
L’estimateur I,, est sans biais. En effet :

B(l) = F (% En: h(XZ-)>

soit, compte tenu des propriétés de I'opérateur ”espérance”,

5 1
E(l,)=E (2; Eh(Xi))
Comme les X; sont indépendantes et de méme loi, les hA(X;) le sont aussi, d’on
E(I,) = E(h(X)) =1
ou X est une v.a. de meéme loi que les X; prouvant ainsi que I, est un estimateur sans

biais de I.

. Convergence :
L’estimateur I,, est par construction convergent en probabilité. En effet, étant construit
a partir de la loi des grands nombres, I'on a aussi :

P(im1,) =1

On note aussi, qu’il est convergent en moyenne quadratique. L’on a, en effet, a la fois

~ A

E(IL,) =1et Var(l,) =0

. Normalité asymptotique :
L’estimateur I,, se présente comme une moyenne arithmétique. On sait alors d’apres le
théoreme central limite, que

I, —1

oI ou o= Var(h(X))




converge en loi vers la loi normale centrée réduite. A noter en outre que cette proposition
reste vraie en changeant o2 par 62 = Var(h(X)). On peut en conséquence énoncer que :

I,—1
a/\v/n

N(0,1)

I,—1
Un=1) i>./\f(0,1), quand n — 0o
o/v/n
avec 02 < oo est la variance de Z.
ce qui permet de définir un intervalle de confiance (asymptotique) de I de niveau égal a

(1—a)%:

En effet, on a :

. On O
P(In—zg\/ﬁéléln%—zl_g\/ﬁ) ~1l—«

ou z, désigne le quantile d’ordre a de la loi normale centrée réduite.

Si F'est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, z,représente le quantile
d’ordre a, i.e. tel que F(z,) = 1 — a. De la proposition précédente, on peut établir un
intervalle de confiance I :

A

. - &n &n
hmP(In—zg <[<In+zl_gﬁ>:1—a,

X
n—00 n

62 un estimateur sans biais de la variance de Z :
n

&”:nilz(fi(@) ‘f“)g

=1

7. Vitesse de convergence :
La méthode de Monte-Carlo présente une vitesse de convergence relativement lente. En
effet, du fait de la normalité asymptotique, on a :

’fn — [| < zl_(%)a/\/ﬁ

avec une probabilité égale & (1 — ). La quantité 2;_(a)o/y/n définit ainsi I'erreur d’ap-
proximation maximale de la méthode de Monte-Carlo. Cette erreur converge vers 0 quand
n tend vers I'infini. Cette convergence est, cependant, assez lente, de 'ordre de \/iﬁ, puisque
par exemple en multipliant le nombre d’observations par 100, I’erreur maximale d’approxi-
mation se trouve seulement divisée par 10.

Exercice 2 :

1. I= fol cos(z?) exp(—x)dx
Premiere méthode :
Nous écrivons par exemple,

1
I:/ cos(:c3)exdw:/cos(x3)eIH[O,I](x)dx
0 R
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Donc I = E (cos(U?)e™V) avec U ~ U([0, 1]).
Dong, si Uy, Uy, - - - sont i.i.d. ~ U([0,1]), alors

I s.
— E cos(U)e Vi 22, T
n

i=1

n—oo

Deuxiéme méthode :

I= / cos(2*)[p.11(2) X Lo +oo[(x)e “da
R

Donc I = E (cos(X?)Ijp 1 (X)) avec X ~ Exp(1).
Dong, si X, Xy, -+ sont i.i.d. ~ Exp(1), alors

n—oo

1< s.
— E COS(X;)H[Q,l](Xi) p_) I
n

=1

T = [ sin(a?) exp(—2) exp(— L) da
Premieére méthode :

—x2/2
J = 2 sin(zh) e 2y 4 oo (x ¢ dx
[ VEmsin(ate T ()

J =B (Vamsin(Z')e L (2)) avee Z ~N(0,1)

Si, nous tirons 7y, Zy, -+ , Z, i.i.d. de méme loi N'(0, 1), alors

n—oo

1 <& S
- Z V2 sin(Zf)eJZiH[o,Jroo[(Zi) = J
i=1

Deuxiéme méthode :

1
J = /Rsin(x‘l)exz/zi x 2o 1 oo(z)e ¥ dx
291
J=E <sin(y4)e—Y /25) avec Y ~ Exp(2)

Si, nous tirons Y, Ys, - -+ Y, i.i.d. de méme loi Exp(2), alors

n—oo

1 n
5 E sin(Y)e Y772 22, g
n
i=1

K= fol In(1 + 2?) exp(—x?)dx
Premiere méthode :

xp(77%)
21(1/2)
K =F (Vrln(l1+ Z*)lpy(Z)) avec Z~N(0,1/2)

K= /R\/Eln(l + &)l 1y ()



Si, nous tirons 7y, Zy, - -+ , Z, i.i.d. de méme loi N'(0,1/2), alors
ﬁ - 2 p.s.

Deuxiéme méthode :

K = /111 (14 2%)e™™ x Ijo,1(x)dx
K = E(In(1 4+ X?)e™X") avec X ~U([0,1])
Si, nous tirons X7, Xo,- -+, X, i.i.d. de méme loi U([0, 1]), alors

1 O 5.
— Zln(l + X2 e XP 2, K
n 4

n—oo

f+0<> sin(x) e~ dr
Premlere methode :
Soient X, Xo, -+, X,, des variables i.i.d. de loi Exp(1).

Nous remarquons que la fonction x € R* — 51\11/(56 est bornée sur R (parce que I'équivalent
de sin(z) en 0 est x).

sin(Xl) .
Donc E < - ) est finie.

Donc, par la loi des grands nombres,

Z Sln X1 ps. E Sil’l(Xl) s
n—oo v X4 N

Deuxieme méthode :
Nous pouvons aussi écrire :

»

T g |
I :/ 3111(;1:)26_7 oL

0 Ve 2
Soient Yy, Y5, - -+, Y, des variables i.i.d. de loi Exp(3).
Nous remarquons que la fonction x € Rt 813@)2 ~2 est bornée (comme produit de
deux fonctions bornées).

sin(Y1) o — 41 .

Donc E( v 2e” 2 ) est finie.

Dong, par la loi des grands nombres,

_Z sty pe g (S 0 L
. IV

M = fOJrOO Vre *dx

Premieére méthode :

M = / \/Ee_x]l[o7+oo[($) X H[071]($)ddf
R
= BE(VXe T 1 o0((X)) avec X ~U([0,1])
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La fonction x € R — \/ze™ étant bornée, M = E(v/Xe XTjp 1 00((X)) est finie.
Dong, si Xy, Xo, -+, X, sont i.i.d. ~U([0,1]), alors

— Z VXie T 1 oof(Xi) === M (par la loi des grands nombres)
n—oo

Deuxiéme méthode :

+eo Yy 1 Yy
M :/ 2\/ye 2 x ée*Edy
0

M = E(Q\/S_/e’%)avec Y ~ &Up(%)

La fonction y € Rt 2, /yje~% étant bornée, M = E(2V/Ye %) est finie.
Donc, si Y7, Ys, -+, Y, sont i.i.d. ~ Sxp(%), alors

— Z VYie ERLAINy (par la loi des grands nombres)

n—oo

6. N = fol sin(y/z)dx
Si on prend Xi, Xo,---,X, iid. de loi U([0,1]), alors E(sin(v/X;)) = N (on a bien
E(|sin(v/X1)|) < +oo puisque la variable intégrée est bornée par 1).
Donc, par la loi des grands nombres,

Exercice 3 :

Soient X, Xy, Xy, -+ des variables i.i.d. uniformes dans C' = [—1,1] x [—1, 1] (sous-endentu :
X = (U1, Us) avec U et U, indépendantes et de loi uniforme sur [—1, 1] toutes les deux). Soit
D le disque (dans R?) de centre (0,0) et de rayon 1.

1. Sion tire Uy, Us indépendantes et uniformes dans [—1, 1], alors (Uy, Us) est de loi uniforme

dans C. Si on tire (U™, US™)) ii.d. tous de méme loi que (Uy, Us), alors, par la loi des
grands nombres (les variables I sont bornées donc les hypotheses sont bien vérifiées) :

- Z L e —> E(lxep).

2. Par la loi des grands nombres (qui s’applique pour la méme raison que ci-dessus)

n

1 2 p.s.
7 Z (]I(Ul(wc)’UéZk))eD — ]I(U£2k71)7U2(2k71))6D> E) Var(X).
k=1

Exercice 4 :

Appliquons différentes méthodes de réduction de la variance pour estimer P(X > 3), ou X est
une variable aléatoire de loi N'(0, 1).

17) Echantillonnage préférentiel :

12
On pose I = P(X > 3) = E(I(x>3)) = fR I[(X>3)\/L27Te_7dx avec X ~ N(0,1).

6



Si nous tirons X7, Xy, -+, X, 1.i.d. de méme loi A/(0,1), alors, par la loi des grands nombres,

I
= —ZH(X1>3) = 1,
n — n— 00
On considere une v.a. T ~ Exp(1) et soit Y = 3+ T, la densité de Y est g(y) = e~ @I yy).
Notons f la densité de la loi normale NV (0, 1), 'estimateur de I par échantillonnage préférentiel
avec g comme densité d’échantillonnage s’écrit donc

L), N G
= 2 g Ezﬁ% (v

2°) Variable antithétique :

Rappelons que dans le cas Normal X ~ N (u, o), on peut prendre comme variable antithétique
21— X, qui est aussi Normale N (1, o), mais corrélée négativement avec la variable X.

Dans ce cas X ~ N(0,1), on prend comme variable antithétique —X.

D’ou, on peut écrire 'approximation par la méthode de la variable antithétique :

n

~ 1
In= o~ D (Iixiss) + I xon)

i=1
olt les X; sont des valeurs simulées selon la loi normale N (0, 1).

On peut alors montrer que Var(l) < Var([l).

Var(I) = £ (Var(Iix;>3)) + Var(I_x,>3))) + 2Cov(I(x,3), [ x,>3))

Puisque X; ~ N(0,1), la variable —X; suit également la loi A'(0,1). Les variables I y,~3) et
I~ x,>3) suivent alors la méme loi et donc Var(Iix,s3) = Var(l(_x,>3) ). D’autre part, on sait
que Cov(L(x,>3), L—x,>3)) \/Var xi>3))Var(l—x,>3)) = Var(lix,>3)) (Inégalité de Holder).
En conséquence; Var(l) < & (4Var(]1 _x;>3))) = Var(I).

Exercice 5 :

Estimons la valeur de I = fo cos 5rdz par la méthode de Monte-Carlo et appliquons une
amélioration de cette valeur a l'aide de la méthode de I’échantiollonnage préférentiel.

On note que I = E(cos(%X)) ott X ~ U(0,1).

L’approximation initiale de I par la méthode de Monte-Carlo est donc définie par :

I, = %iilcos (W§> (1)

ou les X; sont des valeurs simulées d’une variable X ~ U(0,1). Afin d’améliorer cette ap-
proxiamtion avec la méthode de I’échantillonnage préférentiel, on peut approcher cos(%F) par
son développement limité au voisinage de 0, soit :

\h(z) f(x)| = cos (7;17) ~1_T

et prendre WS (X) , , ;
IO =500 = Faza 20 ")

Une approximation améliorée de I est alors donnée par :

;1 h(Y)f(Y)
I”_n,.zl f(¥)
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cos(57)
7047

ot les Y; sont des valeurs simulées d’une variable Y selon la densité f et h(:}zi 5‘6) =

On pourait aussi faire :

|h<$)f<$)| ~ f1 = COS <7r2_x> —1—x

1/2

La fonction f; est (grossierement) proche de h(zx)f(x).

Si U ~ U([0,1]), alors 1 — /U est de loi de densité f (nous trouvons ce résultat par la méthode
d’inversion de la fonction de répartition).

Donc, nous savons simuler la loi de densité f.

Exercice 6 :

Calculons I = fol exp(z?)dz par une méthode de Monte-Carlo puis appliquons la méthode de
variable de controle.

Nous avons I = E(eX”) avec X ~ U([0, 1]).

Donc nous pouvons faire I'approximation I ~ %Z;;l X7 avee X1, Xy, -+, X, Lid. ~ U([o,1))
(toujours pour "n grand”). Nous avons donc une premiere méthode de Monte-Carlo. Avec les
notations ci-dessus, nous avons f(z) = exp(z?). Remarquons que h + 1 + 2% est proche de f
sur [0, 1] (c’est le début du développement limité de f en 0). Nous savons calculer

E(h(X)) = /01(1 +a?)dr =1+ % _4

Nous pouvons faire I’approximation

Exercice 7 :
(1) X ~N(0,1)
1 22

e zdx
V2T

A 1
=1, =— Z xi>0)e”X 22 I (Monte-Carlo standard)
n
P

I = E(]I(X>0)66m) = / I[[07+OO[(:L‘)667;
R

n—o0

(2) Si on cherche a calculer ) avec X ~ N(0,1). Nous savons que

»

x

E(e?X) /+OO g
e = e’ ——dx
oo \ 2T
“+oo 1 1 62
- / \/%exp (—§(x - B)* + 7)(1@‘
B2
—= [ 2

Si nous tirons X, -+, X, i.i.d. de méme loi que X, nous aurons

1 & o
BXi ~ BX

— E et E(e”t) 4+ —=Y

n < NZD

avec Y ~ N(0,1), 0% = Var(e®X) (d’apres le théoreme de la limite-centrale).
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Un calcul similaire a celui que nous venons de faire nous donne :

2 2
o2 =2 —¢f

En ce qui concerne l'erreur relative

1 ¢ X; X\ | g _ g 2
;;eﬁ — B(e)| ~ E(eﬁx)\/ﬁE(]Y])— E(eﬁx)ﬁ\fﬂ

Nous avons % = vef® — 1. Par exemple, si 3 = 5, si nous voulons une erreur relative de
lordre de 1, il faut prendre n tel que

1
E(ePX)

N

652_1 2
T

> 1,96

c’est-a-dire n de I'ordre de 4 x 10!, ce qui n’est pas réalisable dans la pratique. C’est pourquoi
il est important de réduire la variance.
(3) Méthode d’échantillonnage préférentiel :
xX 73?2
Posons h(zx) = ]I{Do}eﬁ , fx) = \/%76 /2
Nous remarquons que

h(z) f(z) = ]I{X—\/2—>;T)} exp (—%(93 —8)* + %)

Nous utilisons les mémes notations que dans le cours et prenons

o) = e (- 07+ 5 )

f(x) 1 ox —la:— 2
Jw@w_ﬂ%p(f @>

(c’est la densité de NV (f,1), suivant laquelle nous savons simuler).
(4) Méthode de variable de controle :
Nous avons

Nous avons

I = E(f(X))
avec f(z) = Ijzsope™
= E(f(X) — h(X)) + E(h(X))

avec h(x) = €% et BE(h(X)) = fR w

(4) Technique de variable antithétique :
Si X ~ N(0,1), alors =X ~ N(0,1). Donc

h(X) + h(—X)
B(C) = B(-X) = B (M5
On en déduit une nouvelle méthode de Monte-Carlo pour approcher I'espérance.
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Exercice 8 :
1. Soit X de loi N(0,1). Montrons que |X| est de densité f. Nous calculons, pour toute
fonction ¢ une fonction de ’ensemble des fonctions positives, continues, bornées de R

2
x +o0 6%

dans R :
B = [ plah St [ olal) s

Y L R M RS N
o Ver 0 Ver

2. Nous avons, pour X ~ N(0,1),
+o0
E(X?) = / 22 f(z)de.
0

Cette derniere intégrale est convergente car z? x x?f(z) —— 0. Donc, si nous tirons
n—oo

Xy, Xo, -+, X, i.d.d. de loi N'(0,1), alors (par la loi des grands nombres)

1TL

_E X2 22,7
n'l n—00
1=

3. Nous proposons de prendre
~ x2
Si(@) = ze” 7 I oo (2)

(c’est une fonction qui a l’air raisonnablement proche de f x ¢). Nous avons

+oo 22
filw)de = [~ 5= =1

0

Nous posons donc f = f;. Nous pouvons calculer la fonction de répartition de la densité

f (pour x > 0) :
~ z 42
—/ te” 2 dt
0

M)

x

=1—-e" 2.

Et nous savons inverser cette fonction de répartition. Si u € [0, 1], cherchons z tel que

u = F(x). Il suffit de prendre
22
u=1—-e 7
22
ez =1-u
r=1+/—2In(1—u)



Donc nous savons simuler des variables de loi de densité f (c’est la méthode " par inversion”
de la fonction de répartition).

Nous avons donc une deuxieme méthode de Monte-Carlo pour calculer I (dont on peut
espérer que la variance est réduite par rapport a la premiere méthode). Remarquons que,

pour z = 0,
fel) 2
f(z) i
De plus,
/ M f(x)de = f(@)g(x)dr < oo
r+ | f(x) R+

Nous tirons Uy, Us, - -+ , U, i.i.d. de loi U([0,1]) et, par la loi des grands nombres, nous
avons :

1<~ /2 p.s.

= \/j\/—an(l —U) 2251

Exercice 9 :
On s’intéresse a I'estimation de I'intégrale fol edu=e—1.
1. L’estimateur de Monte-Carlo standard est fn = %2?21 eVi, ou les U; sont des v.a. i.i.d.
uniformement sur [0,1]. On a alors v/n(I, — I) ﬁ N(0,0%), avec 02 = Var(eV) =
E(e*) — E(eY)* = (e — 1) — (e — 1) &= 0.24. Un estimateur naturel de o2 est

n n 2
a-(15) - (15

=1

2. Puisque la fonction exponentielle est monotone, on va nécessairement gagner en variance
grace a l'estimateur antithétique

- I eVitell
I, = — E -
La variance est cette fois

Ui | ,1-U;
e’i +e Y 1
s =Var (—2 ) = Q(Var(eU) + Cov(e¥, e 7).
Le premier terme a été déja calculé, c’est 0. Pour le deuxieme, puisque U et (1 —U) ont
meéme loi,

Cov(eV, e ")) = B(eVe V) — E(V)E(eY)) = e — I?,
d’ou

1
§* = 5(02 +e—1I%) ~ 41073

Puisque la précision est donnée par 1’écart-type et comme /s 2 7,7, on peut en déduire
que, pour un n donée, on a un estimateur environ 8 fois plus précis. Par ailleurs, si on
considere quil faut environ deux fois plus de temps de calcul pour I, que pour I,, on
conclut que, pour une précision donnée, le temps de calcul est grosso modo divisé par 4.
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3. De E(U) = 2, on déduit que pour toute constante ¢, F(X.) = E(exp(U)) = I. Pour la

2
variance, il vient

Var(X,) = Var(U)c* +2Cov(U,exp(U))c + Var(exp(U)),

quantité minimale en

c=c" =

_ Cov(U,exp(U))
Var(U)

qui donne
~ Cov(U,exp(U))?
Var(U) '

Var(X.) = Var(exp(U))

On a Var(exp(U)) = o2, Var(U) = & et

12
1

Cov(U,exp(U)) = E(Uexp(U)) — E(U)E(exp(U)) =1 — 5(6 - 1),

d’ou ]
Var(Xe) = o — 12(1 — Sle— 1))? = 0,00394...

A tres peu de choses pres, la rédution de variance est donc la méme que celle de estima-
teur antithétique.
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