Analyse des données S6, Option : Gestion Prof. Mohamed El Merouani

ACP
Exercices
Exercices corrigés
Exercice 1 :
On considére la matrice de donneede type (2,3) suivante :
-1 0 1
X =
0 -11
1) Cadlculer le produit matricieX’X et s’assurer que c'est une matrice carrée et
symétrigue:
2) Chercher les valeurs proprgsde X'X et ses vecteurs propres assotié®onner la

matrice diagenalél-semblable X’X et la matrice de passade
3) Vérifier que tr(X'X)=tr (A) = > A,

Solution 1 :
-1 0 -1.0 1 0 -1
-1 0 1
1) X'=| 0 -1}; X'X={0 =1 =0 1 -1
0 -1.1
1 1 1 1 -1 -1 2
qui est bien une matrice carrée d’ordre 3-et elle est.symétrique.
-4 0 -1
2) de{X'X -A)=0=| 0 1-1 -1|=0
-1 -1 2-A

Si on développe suivant 1&"ligne, on aura :

e TS s o (e ) ) (24) 525 - 1) =0

= (FA(EA 24)- 1= 0= (-2 -34]=0
D’ou, I'équation caractéristique  A(1-A)(A-3)=0,

1-2 —1‘_(_1)4 0 1—/1‘

Alors, les valeurs propres a€X sont : 4=3 ; =1 ; =0
Déterminons les sous-espaces propres associés ;
1 0 -1)x 3X
Si =3, alorsX’Xu=4;Uu, cest-a-direfl 0 1 -1 y|=|3y
-1 -1 2)\z 3z

avec x,y et zsont les coordonnées du vecteur prapoherché.
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-1,
X—2z=3X -2Xx=2 2
= y-z=3y =4 -2y=z = y:_?z
- X y+t2z=3z |- Xx-Yy=Z |z(quelconquilIR

1 1 1 1
Do F/h:{(_i Z_E zzj/ z[] IR}z{z( E ;Lj DIR}

F,,est un espace vectoriel de dimension 1 (c’est une droite vectoriel, un axe, le

premier axe principal). Un vecteur unitaire Bgestu, —[ \/6_ \/6_ \/S_J
norme est|u,] = 5,58,
36 36 9

1. 0 -1)x X
Si =1, alors=0 1 -1||ly|=|Y
-1=1 2 )\z z

avec X,y et zsont les coordonnées du vecteur propre cherché.

X—Z=X X==y
= y-z=y = 4y(quelconqugdIR
- X y+2z=2 z=0

oon E ={(- y %0)/ yO IR ={y(- 240)) yOIR}

F,,est un espace vectoriel de dimension 1 (c’est une droite vectoriel, un axe, le

deuxieme axe principal). Un vecteur unitaireflg estu, = (—\/_ £ J sa norme
2 2
eg u,|=,/5+ =1.
4 4
SiAs=0, alors si on note xgtzles coordonnées du vecteur propre cherche.
x-z=0 X=2z
y-z=0 = y=2z

- Xx-y+2z=0 z(quelconqugl IR
pon F={( 229/ 2 1R={4111)/ z0IR}
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F,sest un espace vectoriel de dimension 1 (c’est une droite vectoriel, un axe, le

V3 .43 43

troisieme axe principal). Un vecteur unitaire Egestu, :{ 3 3 ?] sa norme

©olw
+
©olw

estlu = [+ +2 =1

19
300 21
A=10 1 0} A= _7 1]: donc A=ATX'XA
00O 1 1

3) tA)= A X XA= tf AAX X)=tr(1 X' X) = tr(X' X)
etona tr{X"X)=1+1+2=4=tr(A)= 3+1+0

Exercice 2 :

Soit la matrice des données suivantes :

x
1
o o N
o._~N o

1) Soient G et G les vecteurs colonnes deCentrer-et.normer les variables & G.
2) Déterminer la matric®/ des variances-covariances et la matfiades corrélations.
3) Diagonaliser la matric¥. On notet; ses valeurs propres.

4) Déterminer les vecteurs propresassociés aux valeurs propsgs

Solution 2 :
4 5
1) Clz 6 et C2 =7 '
8 0
Les moyennes 6, =, = 2826 o =%, =210y
Center les variablefy, - X, ):
4-6=-2 5-4=1
6-6=0 7-4=3
8-6=2 0-4=-4
3
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2)

3)

4)

Leur normes (écart-types,; ) :

— _ 1) 2, _ |1 _5 /2
||C1||—0Xl_\/§[( 2) +(2)]—\/3[4+4]—2\/;

1 26
ot Clmon = [JE (1= |7
-23  [3
22 359
2 3 _AN X
Y=|~0 —— avec vy, =
726 T,
3 -43
2 26
:>_1:C_:1D:O a VZ:C_:ZD:O
o,=L0 j=12
De plusr = % entre deux variables X et Y, maiscs( X) = U(Y) =1

alors r= Co{(X,Y):

Calcul du produit matricit-}lE YY::

P
_3F
_éoﬁ 2 V26 s 18) (, =5
172 2 | o, 33 |_1 213 | 2/13
3l [3 3/3 -4/3 J26 |3 15 -5
26 26 26 ) [3 -43| (2013 2,13
2 J26

Le résultat de ce calcul est la matriceV.

Valeurs propres de \I=:
-1 -06
defr -A1)=0- =
-069 1-4

- [1-2)7-(-069°=0
o (£21- 06Y1-1+ 069 =0
- (03t 4)(169-1)=0
=, = 1694, = 031
Ce sont les deux valeurs propredde

Calcul des vecteurs propres associés :
Paur A, =169 ;
1 -069
ru,= Ay, - =169
-069 1 X, X,
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- X — 06%, = 169x,
- 069x + X, = 169X,

- 06% — 06%, =0
- 06% — 06%, =0
Donc F, ={(x.— x)/ x 0 IR ={x(1-1)/x DIR}
F,,est un espace vectoriel de dimension 1 (c’est une droite vectoriel, un axe, le

= X =7X

V2
premier axe principal). Un vecteur unitaire Bgestu, = \2/5 , sanorme est
2
2 2
o= Z+7=1
4 4
Pour A, =031,

B e R ke
-~069 1 % x,)  |-069x +x, = 031,
_ { 06%, — 0,69, =0
— 06% + 069, =0
=X =X,
Donc &, ={(x x)/ x 0 IR ={x(11)/ x0OIR}

F,,est un espace vectoriel de dimension 1(c’est une droite vectoriel, un axe, le

2

deuxieme axe principal). Un vecteur unitairefelg estu, = 2 | sanorme est

2
2 2
Juz] = Vat27t

2
u.u, = 0={u,,u,} est une base orthonormée.
Exercice 3 :

Réaliser 'ACP de la matrice suivante, a partir de sa matrice de dispersion (données centrées
mais non réduites) :

H
o@@l\)
A BADNDN
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Solution 3 :
2 2
) 6 2 3 ) L
SoitY = 6 4 centrée mais non réduites,
10 4

ona Je,|=0, = (2( 2+ 6+ 6+ 10)=Vaa= 21

o [z 2 da)-am

2 2 1 2
2/11 410| | V11 10
6 2 3 2
Alors: Z = 211 10 W11 V10
6 4 p 4
2/11 10| |11 410
10 4 S 4
2/11 V10) (V1110

. L 1._,
La matrice des corrélations ej,tZZ =r

1

3

3

5 3

V10

R N RN R R
4| 2 2 4 4

V10

V10 10

V10 10

V10
V10

Les valeurs propres dé:

1

Jad
1-A

1-A
1

Taa
- ((1-@-(%)]((14”(%)]:0

defr -A1)=0«

Prof. Mohamed El Merouani

2 . L
NN Va4
1
47 =~ 1
V44
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- (085-1)(115+ 1) =0
Alors A, =115 et A, = 085 sont les valeurs propres de I'

Cherchons, maintenant, leurs vecteurs propres associés :

 PourA, =115:

1
P T (xj_ n{xjj{x+ 015y =115x
Ay y 015¢+ y = 115y
Ja4

=>X=Y

Dot F, ={( x ¥/ xa1R ={xX11)/ xO IR}

F,,est un espace vectoriel de dimension 1 (c’est une droite vectoriel, un axe, le premier axe

V2
principal). Un vecteur unitaire déj; estu, = \/25 , sanorme esfu|| = ,/%+% =1.
2

« Pourd, =085:

( 1 015J(x] {x] {x+ 015y = 0 85x

=08 = = X=-y
o115 1 Ny y Olx+y= 085y
Donc K, ={( x-= 3/ x0 IR ={xX1-1)/ xO IR}

F,, est un espace vectoriel de dimension 1 (c’est une droite,vectoriel, un axe, le

D’ou
V2
premier axe principal). Un vecteur unitaire Bg, estu, = 3/5 , Sa norme_est
2

2 2
Ju,]| = V2 a7t

Leur produit scalaire est nuly.u, = O:{ul,uz} est une base orthonormeée.
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Exercices proposés
Exercice 1 :

On vaut faire ’ACP centrée de la matrice :

1000
1100

X = de type (4,4).
1110 ype (4,4)
1111

On a4 lignes-individus et 4 colonnes-variables. La pondération des lignes est uniforme, la
pondeération des colonnes est unitaires, la transformation préalable est le centrage par colonne.

1) Donneriesimoyens des 4 variables. Donner les variances des 4 variables. Donner la
matrice desvariances-covariances de la matrice X.

321
2) Donner les valeurs-propres de la matrise| 2 4 2|. En déduire les valeurs
1 2 3
propres de 'ACP de X.
3) Donnertr (A) ou A est la matrice diagonale des valeurs propres.

4) Donner le 2™ axe principal de IACP.de X.
5) Donne les coordonnées des lignes surf€°2axe principal de 'ACP de X.
6) Donne les coordonnées des colonnes suff&@xe principal de 'ACP de X.

Exercice 2 :

Une étude gastronomique a conduit a apprécier le service, la-qualité et le prix de quatre
restaurants. Pour cela, un expert a noté ces restaurants avec des notes allant de -3 a 3. Les
résultats sont les suivants :

Restaurant Service Qualité Prix

R1 -2 +3 -1
R> -1 +1 0
R3 +2 -1 -1
R4 1 -3 2
La matrice des variances-covariances est :
5 5 1
2 2
V=-3 5 -2
1, 3
2 2

Et celle des corrélations (aux erreurs d’arrondi pres) est :
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1 -085 026
r=(-08 1 -073
026 -0/73 1

Pourl'étude, on effectue une ACP centrée avec des poids equi-répartis.

1) Etude des valeurs propres :
a) Vérifier simplement que V admet une valeur propreOi,
b) On donne/, :¥. En déduiré.,.

c) Calculer les pourcentages d’'inerties. Quelle est la dimension a retenir?

05 065
2) a) On donne; aux erreurs d’arrondi prés=| —08 | etv, =| 011 |. Calculer les
0,3 -0,75

composantes principales.
b) Représenteries individus dans le plan principal (1,2).
3) a) Déterminer les corrélations entre les variables et les composantes.
b) Représenter les variables sur le cercle des corrélations dans le plan factoriel (1,2).
c) Interpréter les résultats.

Exercice 3 :

Soit la matrice X=(X,X2,X3) dont les variables‘ont pour matrice des corrélations
1 r

=l r 1 r |avec-1<r <1.0n désire effectuer une " ACP centrée réduite de X.
-r r 1

=-r

1
1) Vérifier quel’ admet pour vecteur propl% -1].
1

2) Déterminer les autres valeurs propres et vecteurs propies de

3) Quelles sont les valeurs possibles de r ?

4) Justifier le fait que I'ACP n’a d'intérét que si -1< r <0.

5) Calculer dans ce cas les pourcentages de variance expliquée.

6) Comment s'interpréte par rapport @ X, et X3 I'unique composante a retenir ici ?
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Exercice 4 :

2 2 3
312
Soit la matriceT =410 1 0 3| desmesures de 5 individus munis de poids statistiques
2 1 4
2 1 3

€gaux ;. sur 3 variables notées T, et Ts. On désire effectuer une ACP sur variables
centrées-réduites.

1)

2)
3)

4)

5)

6)

Calculer.l'individu moyen, le vecteus{,c,,03) des écarts types et la X des variables
centrées-réduites.

Caleuler la matrice des corrélations.

Cdculerles eléments propres de I’

Les deux premiers vecteurs propres desEociés aux valeurs proprﬁals:1+% et
J2 0
A, =1, sont:v, =2 1 fetv -1 1
2 ’ Y1 2 _1 2 \/E 1 -

Déterminer les composantes principale®tg dont on vérifie les propriétés
statistiques.

Représenter les individus et les variables dans le plan factoriels (1,2). Quelle est
I'i nterprétation des variablese&t ¢ ?

Représenter dans le plan (1,2) lI'individu supplémen&dﬁ{), 2/3),2\/1_0).
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