Loi d’une somme de variables
aléatoires continues:

Soit Z=X+Y. On veut déterminer la fonction
de répartition F,(2) delav.a. Z

On a:
FZ(Z) = P(Z < Z) = P(X +Y < Z) :J‘ f(X, Y)dXdy
ou A

A:{(x,y)DIR2/x+ys z}

T 4

La région A hachurée sur
le plan

X—y=Z
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Loi d’une somme de variables
aléatoires continues:

Si X et Y sont indépendantes, on a:

F,(2) = ” (x, y)dxdy = f{j xy)dy}dx:

—00| —O00

f“f (y)dy}f (X)dx = j F, (z—x) f, (X)dx

—0Q|
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Loi d’une somme de variables
aléatoires continues:

e On peut trouver de la méme facon:
F@)jF(zyﬁ(ww

e En dérivant FZ(Z) par rapport a Zon trouve:
fﬂ@=j&@-WRWNy

Oou encore

@)= [ 1,(2-%) Ty (K
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Exemple:

Deux v.a. indépendantes X et Y ont pour densités
marginales respectives:

ae® s x=0 be™ s y>0
fx(x)={ | et fY<y)={ S
0 g x<

1. Trouver la fonction de répartition conjointe de Xet Y.
2. Trouver la densité de probabilité de la somme Z=X+Y.

Solution:

1.Ona: p(xy)= Iffuvdvdu Habea“bvdvdu

f-e=)e-e)

« F(x, y):{(l‘e_ax)(l‘e'by) s xz0ety=0

0 autrement

2. La den5|te de Z s’écrit:
f,(2)= jf () f,(z=X)dx = [ae™be™*dx

x=0
z—-x=20
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Sj 20’ on a: fz(z) :J'abe—bze—(a—b)de:%(e—bz _e—az)
Pour azb, 0
ab [ __, _ :
— e -e¥)s5 z=20
f.(2)=<a-b ( )
0 s z<0

zZ
Pour a=h, f,(2)= j aZe ®dx=a’ze™® s z20
et on a donc

a’ze™ g z=20
fo(2) =
2(2) {o s z<0

Changement de variables:

e Soient deux v.a. X et Y continues. La densité
du couple (X,Y) est f (X,y). On considére la
transformation U=U(X)Y) et V=V(X)Y) et |a
transformation inverse X=X(U,V) et Y=Y(U,V).

e La fonction de densité de probabilité du
couple (U,V) est:

oxy)| f[x(u,v), y(u,v)] 9]

g(u,v) = f(xy) ()
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Changement de variables:

o(X y)|

g(u,v) = f(x,y) ‘ = f[x(uv), y(uv)] 9]

e Ou Jest le déterminant de Jacobi ou le
Jacobien:

ax 0X
_0(x,y) _ FYREY
o(u,v) |9y oy
ou ov

Exemple 1:

e Alaide de la formule précédente on peut
démontrer la formule de calcul de la densité
de probabilité de Z=X+Y ou X et Y sont deux
v.a. indépendantes continues.

* En effet, comme on a f(x,y)=f (X)f\(y) et en
considérant la transformation

X=X X=X
ou on obtient:
Z=X+Yy y=2z—-X
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Exemple 1:
9(x,2) = f(x,z=x)|I| = f, (X f, (2= X)
ou 1 0
) ‘ ‘=1
-1 1

La fonction h(z) densité de probabilité de Z
s’écrit, donc:

h(z) = Tg(x, Z)dx =+f f. (X) f, (z—x)dx

11

Exemple 2:

* Soient X et Y deux v.a. indépendantes dont la
densité de probabilité du couple (X,Y) est
f(X,y). Trouver la densité de probabilité Z=XY.

* On considere la transformation:

{x:x {X:X
ou-q,_Z2
Z=Xxy Y—X

* Pourxz0,ona: ((Xx2) = f(x,zj‘\]‘
X
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Exemple 2:

1 O
ou J= _ Z 1 :l
x x %
z\|1
On a, donc, 9(X 2) = f, (X) fY(_j =
X)X
et la densité de Z s’écrit:
h(z) = Tg(x, z)dx = Tl f (%) fY(Ejdx
R 4 X X

Exercice a faire!

Soient deux v.a. X et Y dont la densité de
probabilité conjointe est donnée par:

Xy
f(xy) =18
0 alleurs

S0<x<2,1<y<3

1. Trouver la densité de probabilité de Z=2X+Y

2. Trouver la densité de probabilité du couple
(U,V) ot U=XY et V=XY2.
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