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Mise a niveau en
Statistique

LP « Informatique de Gestion »
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Programme:

Notion de probabilité.

Variables aléatoires.

Lois de probabilités.

Approximation d’une loi par une autre.

Lois de la somme de deux v. a. indépendantes.
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Notion de probabilité et
Variables aléatoires.
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Définitions de probabilité

* || existe plusieurs définitions:
— Définition fréquentielle
— Définition axiomatique ou ensembliste
— Définition bayesienne

Mohamed El Merouani

Notion d’événement

e Un événement est la réalisation d’un résultat
possible.

* On dit que cet événement est aléatoire
lorsque sa réalisation est soumise au hasard.

e Exemples:
— Obtenir 5 en langcant un dé
— Amener face en lancant une piéce de monnaie,...
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Notation ensembliste

* 'ensemble de tous les résultats possibles, on
le note Q et appelé ensemble fondamental.

e Les événements sont des parties (des sous-
ensembles) de Q, sont notés A, B, C,...

Mohamed El Merouani

Définitions de probabilité

¢ Fréquentielle:

nbredecas favorables
nbredecaspossibles

P(A) =

¢ Axiomatique:

A chaque événement A, on associe un nombre P(A) qui
exprime le degré de possibilité de réalisation de I'événement
Aavec 0< P(A)<1 appeléprobabilite de 'evénement
A vérifiant les propriétés suivantes:

> P(Q)=1

> Si A et B sont deux événements tels que ANB=7 alors

P(AUB)=P(A)+P(B)

Mohamed El Merouani
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Variables aléatoires

Une variable aléatoire notée X est une application de
I'ensemble fondamental Q dans I'ensemble /R des nombres
réels, qui fait correspondre a tout événement A un nombre
réel.

Exemple:
Pour I'expérience du lancement d’une piece de monnaie:
X:Q IR
{amener pile} X({amener pile})=0
{amener face} X({amener face})=1

Etond  P(X=0)=1/2; P(X=1)=1/2

Mohamed El Merouani 9

Variables aléatoires

Il y a deux types de variables aléatoires:
— Variable aléatoire discréte
— Variable aléatoire continue

e Si X prend des valeurs discretes 0, 1, 2, ... elle

est dite discrete.

e Si X prend des valeurs continues sur tout un

intervalle de IR, par exemple [a, b], elle est
dite continue.

Mohamed El Merouani 10

09/12/2010



www.elmerouani.jimdo.com

Loi de probabilité

* Discréte:
La loi de probabilité d’une variable aléatoire X
est définie par:
— Les valeurs que peut prendre X: x;, X,,...,X,,.
— Les probabilités de ces valeurs P(X=x;)=p;

Mohamed El Merouani 11

Exemple

e Pour I'expérience de lancement d’une piece de
monnaie, on a:

P(X=0)=1/2; P(X=1)=1/2
Alors P(X=0)+P(X=1)=1

* Laloi de probabilité de X est résumée par le tableau
suivant:

Xi 0 1 2P,

D, 1/2 1/2 1

Mohamed El Merouani 12
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e Continue:
Les valeurs que prendre X sont continues, alors la
probabilité de ces valeurs est une fonction continue f,
appelée fonction densité de probabilité.

* Propriétés de la densité:

— La fonction f est a valeurs positives sur I'ensemble de
définition D de la variable aléatoire X

— La fonction f est nulle en dehors de D I'ensemble de
définition de X.

= Lintégrale de f sur D I'ensemble de définition de X est égale
al.

jD f(X)dx=1

Mohamed El Merouani 13

Espérance mathématique:

e Discréte:

e L'espérance mathématique d’une v. a. discrete X;
notée E(X) est:

E¥=Y kRX=X)=3xn

e L'espérance mathématique d’une v. a. continue X,
est donnée par:

e Continue:

B X) =] xf(xdx

Mohamed El Merouani 14
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Exemple

e Pour I'expérience de lancement d’une piece de
monnaie, on a:

Xi 0 1 2p;
P, 1/2 1/2 1
: 1 1_1
BXY=D XR=XP+Xp, =0x-+Ixo=2
= 2 T2 2

Mohamed El Merouani 15

Propriétés de I'espérance

e Soient X et Ydeuxv. a., et a et B deux réels
guelconques, alors:

HaX+p)=aE(X)+ 5
£ X+ Y)= HX)+EY)
E X-VY=HX)-EY)

Mohamed El Merouani 16
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Variance et écart-type

e Lavariance d’une v.a. X, notée Var(X) est définie
par:

Vaf X) = §( X - E(X))?]

¢ 'Ou encore:

Vag X) = E(X*) - (E(X))*

Mohamed El Merouani 17

Ecart-type

e L'écart-type d’une variable aléatoire X, noté o(X), est
défini comme la racine carrée de sa variance,

o(X) = /Var(X)

Mohamed El Merouani 18
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Exemple:

e Pour I'expérience de lancement d’une piece de
monnaie, on a:

Vag X) = B X?) - (E(X))?
: )pr Cn i, =0 x L xl= ]

2 2
2
Var(X):%—(lj = 1—1:%

o(X) = Var(X) =,/[= ==

Mohamed El Merouani 19

Fonction de répartition:

e La probabilité pour que la variable aléatoire X
prenne une valeur inférieure ou égale ax est
une fonction F(x).

e Cette fonction est appelée fonction de
répartition de x.

F(x)=P(X<x).

e La fonction F(x) est une fonction en escalier,
croissante de 0 a 1.

Mohamed El Merouani 20
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Exemple de fonction de répartition:

e Pour I'expérience de lancement d’une piece de
monnaie, on a la loi de probabilité de X est résumée

par le tableau suivant:
X, |0 1 2P,
P; 1/2 |1/2 |1

* Sa fonction de répartition sera:
0 six<O0

F(x)=41 2 si0sx<l1
1 six_zl

21

Représentation graphique de F(x):

F(x)

(=Y
~
~

Mohamed El Merouani 22
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Exercice:

* Onconsidére I'expérience du lancement d’'un dé a
six faces. On considere la variable aléatoire X qui
fait correspondre a chaque résultat le numéro
obtenu en langant ce dé.

Donner la loi de probabilité de X.
Calculer E(X).
Quelle est la Var(X) et son écart-type.

P O

Donner sa fonction de répartition et représenter-la
graphiguement.

Mohamed El Merouani 23

Solution:

1. LoideX:
Xi 1 2 3 4 5 |6 2P

p, (1/6 |1/6 |1/6 |1/6 |1/6 |1/6 |1

2. Son éspérance est:

21

Mohamed El Merouani 24
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3. Savariance est:

vaf X)= B X?)-(E(X)Y

6 1 4 9 16 25 36 91
X? )= °D =+ ="
E( ) ;X P = 6 6 6 6 6 6
Var(X) 91 (Ej 9_ 441 547—441 106
6 |6 6 36 36 36
Son écart-type est:
106
X)=—=...
o(X)= 26
4. Ona:
p, |1/6 |1/6 |1/6 1/6 1/6 1/6/ 1

0 six<l1
Y6 sils x<2
Y3 si2<x<3
F(X) =4 Y2 si3<x<4
23 sid<x<5b
56 si5<x<6

26

09/12/2010
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Représentation graphique de F(x):

F(x)

1 B -
- —
6 i '
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Fonction de répartition d’'une v.a. continue:

e On définit la fonction de répartition F d’'une v. a.
continue X de la méme maniere que pour une v.a:
discréte, c’est-a-dire F(X)=P(X<x).

* Lafonction continue  F(X)=[_ f(t)dt est
croissante de 0 a 1 lorsque X varie de -0 g +oo,

e Par conséquent, une v.a. continue est une v.a. dont
la fonction de répartition est continue.

* La fonction de densité f d’'une v.a. continue X est la

dérivée de da fonction de répartition F, c’est-a-dire
F’'(x)=f(x).

Mohamed El Merouani 28
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Représentation graphique de F(x) continue:

F(x)

Mohamed El Merouani 29

Conséquences:

Pour X v.a. continue on a:

P(X=c)=0  avec c une constante réelle.
P(a<X<b)=F(b)-F(a) avec a et b des réelles.
P(Xsa)=P(X<a) =] f(t)dt

P(X=b)=P(X>b) = J: " f(f)dt

Mohamed El Merouani 30
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Exemples

Exercices résolus

Mohamed El Merouani 31

w

Exemple 1

Dans I'épreuve du lancement deux fois une piece de
monnaie, considérons la variable aléatoire X
représentant le nombre de piles obtenues en ces
deux lancements.

On désigne par « f » face et « p » pile.

Donner I'espace fondamental de tous les résultats
de cette épreuve.

Donner la loi de probabilité de la v. a. X.
Calculer I'espérance, la variance et I'écart-type de X.

Donner sa fonction de répartition et représenter-la
graphiquement.

Mohamed El Merouani 32

09/12/2010

16



www.elmerouani.jimdo.com

Corrigé

/ f
Piece de / \ L'espace fondamental

monnaie sera, donc,

/ Q=(ff, fp, pf, pp}
1/\2 -

1¢" lancement 2éme |ancement

Mohamed El Merouani 33

1 11
e Chaque élément de Q a une probabilitéz :EX— car,

par exemple, Z
P(ff)=P(f et f)=P({ f} N{f})=P({ f} /{f}).P({ })=1/2x1/2.

« Onautilisé P(A/B)= P(:(\g) ) avec P(B)>0

= K A B= HA B)(P(B)

Mohamed El Merouani 34
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2. Variable aléatoire X: Q IR
ff X(ff)=0
fp X(fp)=1
pf . X(pf)=1
pp X(pp)=2

Ce qui nous permet de donner la loi de probabilité de
X:

Xi 0 1 2 > pi
2/4=1/2 |1/4 1

pi 1/4

Mohamed El Merouani 35

3. Espérance de X:
H(X)= 2% p =0x, +1x] +2xE e o1
2 4 22

X)= E{X?)- ()

Variance de X:

1 1 1
02>< +12>< +2°x"="41=
Var(x) 3121
2 2
Ecart-type de X: = 1 = i = Q
U(X) >~ 2 2

Mohamed El Merouani
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2
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Fonction de répartition:

0 si x<0
1/4 si0<s x<1
3/4 Silsx<2

1 Six=2

F(x) =

Représentation graphique de F(x):
F(x)
1I ....................................... -l
N — :
4 : :
1 s | i
2 | a
1/ « i
’ a ;
0 .1 .2 X

09/12/2010
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Exemple 2

e On choisit au hasard un nombre de l'intervalle [O,
10].

e Soitla variable aléatoire X représentant ce nombre
choisi.

e . Xestunev. a. continue du fait que les intervalles
de IR le sont.

1. Donner sa fonction de répartition et représenter-la
graphiquement.

2.°_En déduire sa fonction densité de probabilité et
représenter-la graphiqguement.

3. CalculerVespérance, la variance et I'écart-type de
X.

Mohamed El Merouani 39

corrigeé

e La fonction de répartition cherchée sera définiepar:

F:IR - [04]
x—> F®=P(X<x)
0 six<0
F(X) = il si 0< x<10
10
1 six=10

Mohamed El Merouani 40
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* En effet, si X<0O, alors, dans ce cas, I'événement
(X<X)=g et par suite F(x)=P(X<XO):O.

* Si0<x<10, alors P(X <X :1— ou Xindique la
longueur de l'intervalle des poings qui vérifient X<x
et 10 est la longueur de l'intervalle de tous les points
possibles a choisir.

* Six210, alors P(X<x)=1 car (X<x) dans ce cas
représente I'ensemble de tous les résultats possibles.

Mohamed El Merouani 41

Représentation graphiquede F(x):
F(x)
Yo .
. —

21
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en deux points qui sont X=0 et Xx=10.

quelques points)

F est donc une fonction continue et dérivable sauf

En général, la fonction de répartition d’'une v. a.
continue est dérivable (sauf peut-étre dans

F(X) = X si 0<x<10
10
1six=10

Alors la fonction de densité est:

0 si xO[oid

f'{(=Fx=91 _.
10 s xD[O,ld

Mohamed El Merouani

2. Lafonction de densité f d’'une v. a. continue X est Ia
dérivée de sa fonction de répartition F, c’est-a-dire:
F'(X) = f(x)
Mohamed El Merouani 43
On avu que 0six<0

44
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qui a pour représentation graphique:

f(x)

La surface

Mohamed El Merouani 45

«  On peut prouver que les propriétés  (T(x)=1 Ox)

et (J:m f(t)dt=1) des fonctions de densités'se
vérifient pour cet exemple.

3. Lespérance de X sera:
€[ Axax [ o kbt [ x{yoer [ xf(xdx
—oo —00 0 10

donc 10
X
E(X)=0+ [ Xax+0=2 2 :i(@—ojzs
° 10 19 2 . 10\ 2

Mohamed El Merouani 46
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e Savariance Val X) = § X?) —(E(X))2

avec
EX=[" x(Exax[ X € xae[ % {yae[ % (X

x? T 10° 107
E(X*)=0+ JOde+0:i{—} —i(——o}—:@

10| 3 |_ 10/ 3 3 3
Alors 100 o5
Var(X) :?_52 :?: 8333

et o &K-¥.Var K F. 8333 2887

Mohamed El Merouani 47

Exemple 3

e Soit X une v. a. continue de fonction de densite f définie

par: [ 1[
2x si x| 0,
f(x)_{o sixO[od

1. Vérifier que f est bien une fonction de densité et
représenter-la graphiquement.

2. Calculer la probabilité pour que 0,5<X<0,7.

3. Donner sa fonction de répartition et recalculer la
probabilité pour que 0,5<X<0,7.

4. Calculer I'espérance, la variance et I'écart-type de X.

Mohamed El Merouani 48
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Corrigé

1. Pour vérifier que f est bien une fonction de
densité, il faut que:

(a) f soit positive ou nulle: ici, on a
f(x)=2x=0 lorsque 0<x<1
f(x)=0 lorsque x<0 ou x>1

et (b) rw f(X)dx =1, en effet;

Mohamed El Merouani 49

[o Oxae] Cxoe] (yde [0

Odx

+o00
1

= fw Odx+ E 2xdx+ j
=[] = (1-0)=1

Mohamed El Merouani 50
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Représentation graphique de f(x):

Mohamed El Merouani

2. Calcul de la probabilité pour que 0,5<X<0,7

P(05< X < 07)= ﬁ; f(X)dx= :ZZXdXZ [XZ]Z:)

=( 07-( 0B = 049 025= 024

Mohamed El Merouani
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3. Pardéfiniton  R3=HX<x)=[ f(at
Pour XD[O,]{

X X t2 X 5
ona: F(X)= J.O 2tdt = 2J.0 tdt = 2{3} =X

0

alors 0 six<0
F(x)=4x* d0<x<1
1 six=>1

Mohamed El Merouani 53

On peut maintenant recalculer.a probabilité pour
qgue 0,5<X<0,7 de cette facon:

P( 06X < OFF (OAF (O5F (07f- (05¢=024

c’est-a-dire en utilisant la formule:

K a< X< b)= F(b)- F(a)

Mohamed El Merouani 54
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4. Espérance:

EX=[" x(yade[ ode[ x@9dx+ [ odx

£
3 . 3
Variance: Vaf X)= § X*)-(E(X))’

X

EX)=[" % (x| de+_[§>@(2x)dx+f°°0dxz2{i} =3

0
et finalement 2
Var(X) :%—ng 1

3) 18

o( X)=Var(X) = «/1_8 = 3\}5 = ?

Mohamed El Merouani 55

1

Loi de probabilités conjointes de deux v. a.
discretes:

* Un couple dev. a. (X, Y) peut prendre les valeurs
successives suivantes:
(X0,Y1) 5 (XaY2) 5 o5 (6:Y)) 5 -5 (XnsYim)
A chaque couple (X;Y) correspond une probabilite p;
d’observer simultanément la valeur X, pour X et la
valeury; pour Y:

;=P (X=x; et Y=y)=P(X=x;, Y=Y)
* Ona

Mohamed El Merouani 56
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Loi de probabilités conjointes de deux v. a.
continues:

* Laloi de probabilité conjointes d’'un couple de v. a.
(X,Y) est définie lorsqu’on connait:

1. Le domaine de définition du couple (ou la fonction
de densité de probabilité est non nulle) et;

2. Lafonction de densité de probabilité conjointe f
qui doit vérifier:
d.

b. f(x,y)=0
[ [A0¢y)dxdy=1

Mohamed El Merouani 57

Indépendances des variables-aléatoires
discretes :

e Deux V. a. discretes X et Y sont dites
indépendantes si

P(X=X;; Y=y;)=P(X=x).P(Y=Y))
pour tout X; et y;.

Mohamed El Merouani 58
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Indépendances des variables aléatoires
continues :

* Deuxv. a. continues X et Y de fonctions de densités
de probabilités marginales respectives f; et f, et de
fonctions de probabilité conjointe f sont dites
indépendantes si et seulement si

oy 1§ ()1, (Y)

59

Mohamed El Merouani

Covariance entre deux variables aléatoires:

e La covariance entre deux v. a. X et Y, notée
Cov(X,Y),est définie par
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

e Cas discret:

Cov(XY)=22 xyPO% x Y=y ) E(X)EY)

e (Cas continue:

Cov(X [0 xyf(xy)dxdy- E(X)E(Y)

Mohamed El Merouani 60
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Propriétes:

e Soient Xet Ydeuxv. a., alorson a:
a) E(XY)=E(X)E(Y)+Cov(X,Y)
b) Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)
c) Var(aX+B)=o?Var(X) ou a et S sont deux réels
quelconques.
o Siles variables X et Y sont indépendantes, alors:
a) Cov(X,Y)=0
b) E(XY)=E(X)E(Y)
c) Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y)

Mohamed El Merouani 61

Coefficient de corrélation entre deux v. a.

* Le coefficient de corrélation entre deux v. a. XetY,
notée P,, est défini par

_ Cou(X)Y) _CouX)Y)
P = JVar(X \Var(Y) o0,

e Le coefficient de corrélation varie entre -1 et 1:

-1<p_ <1

Mohamed El Merouani 62
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Quelques lois de probabilités
usuelles

Lois de probabilités discretes

Mohamed El Merouani 63

Loi de Bernoulli:

e Unev. a. Xsuit une loi de Bernoulli si elle
prend les deux valeurs 1 et 0 avec P(X=1)=p
et P(X=0)=q ol p+qg=1.

o {X=1} est dit événement succes et { X=0} est
dit événement échec.

e Xreprésente donc le nombre de succes
obtenu apres la réalisation d’'une seule
expérience aléatoire.

Mohamed El Merouani 64
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Loi de Bernoulli:

* Laloi de probabilité de X suivant une loi de Bernoulli
est:

Xi 1 |0 2
Pi p |g=1-p |1
Alors E(X)=Zx;p;=1xp+0xq=p
Var(X)=2x.2p;-E(X)?=px12+qx02-p2=p-p?
Var(X)=p(1-p)=pqg

Mohamed El Merouani

65

Loi BinOmiale

e Considérons, lors d’'une certaine expérience, un
événement qui:

— Soit se réalise avec la probabilité p (p=probabilité du
succes).

— Soit ne se réalise pas avec la probabilité g=1-p
(g=probabilité d’échec).

* La probabilité de k réalisations (succés) de cet
événement, au cours de n répétitions successives
indépendantes de la méme expérience, est fournie
par la loi de probabilité bindmiale:

RX=K=Cpq™"

Mohamed El Merouani

66
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Loi BinOmiale

* On la note symboliquement B(n, p).

* Laloi bindGmiale est une loi de probabilité discrete,
mais finie; en effet, le nombre de réalisation k est
égaleao, 1, 2, ..., n.

* Le coefficient Ck n

" K(n-k)!

ou.n'et k! indiquent le factoriel de n et de k,
ona: n!=1x2x3x...xn

Mohamed El Merouani 67

Loi BinOmiale

e Espérance mathématique: E(X)=np

e Variance mathématique: Var(X)=npq

e Ecart-type: o(X)=vVnpqg

* La loi bindbmiale rend compte de tous les
phénomenes répétés de maniere
indépendante pouvant prendre deux états,
tels que: succes ou échec, tout ou rien.

Mohamed El Merouani 68
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Loi de Poisson:

On dit gu’une v. a. obéit a une loi de Poisson, si elle
est susceptible de prendre toutes les valeurs
entieres 0,1,2,...,k,...,n, les probabilités associées
étant po, PP sPis--s Py AVEC

e’ A

A= PX=k)=—
A étant un parameétre positif, et e la base des
logarithmes népériens.
La constante A s’appelle le paramétre de la loi.
La loi de Poisson est notée P(}).

-1 9k

Mohamed El Merouani 69

Loi de Poisson:

Espérance mathématique: E(X)=A

Variance mathématique: Var(X)=4

Ecart-type: o(X)=vA

La loi de Poisson est appelée loi des petites
probabilités. On l'utilise pour représenter des
phénomenes rares, tels que: nombre

d’accidents, nombre de pannes, nombre de
déchets dans une fabrication...
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Quelques lois de probabilités
usuelles

Lois de probabilités continues
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Loi Normale:

La loi normale est la loi de probabilité d’'une v.a.
continue X, dont la densité de probabilité est:

B (x—?()z
1 20°

f(x):mae

On dit que I'on est en présence de la loi normale de
moyenne x et d’écart-type o.

On la note par N(x, o)
Les deux paramétres de la loi sont x et ©.
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Représentation graphique de N(Xx,0)

flx)
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Loi normale centrée, réduite
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Variable normée

* Soit une v.a. X de réalisations x, de moyenne X et
d’écart-type oy.

* Définissons une nouvelle v.a. T de réalisations t; telle

que: __ X - X de réalisations (=X X
oy O

X

¢ Lav.a. T de réalisations t; est dite normée, si:
— La-moyenne arithmétiquet est nulle: t=0 (centrée)
— L'écart-type o, est égal a 'unité: o, =1 (réduite).
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Définition de la loi normale centrée réduite

* En faisant le changement de variable

la loi normale N(m,o) s’écrit:

Jaoro %02
f (X) - 1 e 202 - 1 202

1
P P e =
N 2o N 2o \ 210

cette loi est la loi normale, centrée réduite, car elle est de
moyenne nulle et d’écart-type égal a I'unité. On la note N(0,1).

t2

eZ
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Allure et propriété de la loi normale
réduite:

f(t)

-X X

t

C’est une fonction symétrique par rapport a I'axe des ordonnées
car-elle-est.paire f(-x)=f(x)

Ainsi lestables de la loi normale centrée réduite, donnent les
valeurs de la' fonction f(t) uniquement pour des valeurs positives
de la variable-t:
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La probabilité pour que T'prenne.une
valeur de l'intervalle (t,t,)

e S’écrit alors:

—t2
P(t, <T <t,) = e? dt

1
Torh
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Fonction intégrale de la loi normale
centrée réduite:

e On définit la fonction intégrale m(t) de la loi normale
centrée réduite, en intégrant la fonction f(t) densité
de probabilité de t:

ma)=[" fde=[" J;ﬂe?dt

f(t)

D

/

a t
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Propriétés:

e On démontre que:

[Tfmat=1

* L'aire comprise entre la courbe N(0,1) et I'axe des t
est égale a l'unité.
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Exercice:

La taille d’un groupe de 2000 personnes
obéit a une loi normale N(170 cm, 5 cm).

On demande de déterminer:

Le nombre de personnes dont la taille est
comprise entre 168cm et 175cm.

La probabilité pour gu’une personne ait une
taille supérieure a 180cm.
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Solution:

Définissons la variable centrée réduite T a partir de la
variable aléatoire X:
_ X -170

5

T

Alors P(168<X<175)=P(-0,4<t<+1)=

=m(1)- n(-0,4)= t(1)-(1- m(0,4))=

=m(1)+ m(0,4)-1
Soit, en cherchant les valeurs de (1) et de m(0,4) dans la
table de la fonction intégrale de la loi normale centrée

réduite: croisement de la ligne 1,0 et de la colonne 0,00;
croisement de la ligne 0,4 et de la colonne 0,00.

Mohamed El Merouani 82

09/12/2010

41



www.elmerouani.jimdo.com

P(168<x<175)=0,8413+0,6554-1=0,4967

Il y a donc: 2000x0, 4967=993personnes dont la
taille est comprise entre 168cm et 175cm.

La probabilité pour qu’une personne ait une taille
supérieure a 180cm est:
P(X>180)=P(T>2)=1-t(2)=1-0,9772=0,0228 soit une
probabilité de 2,3%.

Il.y.aalors vraisemblablement

2000x0,0228=45personnes dont la taille dépasse
180cm.
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Approximations de la loi bindmiale

Il existe deux approximations possibles de la loi
bindmiale:

Approximation par la loi de Poisson
Approximation par la loi normale
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Approximation par la loi de Poisson:
Si les conditions suivantes pour n et p sont réalisées:
* nestgrand (>50),
* pestvoisindeO,
* (estvoisindel,

(C’est-a-dire dans le cas de la réalisation
d’événements rares), la loi bindbmiale B(n,p)peut-étre
approximée par une loi de Poisson P(4):

Ak

RX=K=Gpdr=e'—

dont le‘parameétre 4 est défini par:  A=np.
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Exemple:

e La probabilité pour qu’'une machine produise:tne
piece défectueuse est égale a 0,01. La machine a
produit 300 piéces. Donner la probabilité de
reconnaitre 2 piéces défectueuses dans cette
production.

e Soit X « le nombre de pieces défectueuses parmi les
300 pieces ».

e On peut dire que X suit une B(300; 0,01).
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e La probabilité recherchée est égale a:

P(X = =cZ ( 00f( 099 = 02244
e Puisque la probabilité p est inférieure a 0,1 et Nn>50,
on peut approcher la loi binomiale B(300; 0,01)ar
une loi de Poisson de parametre 300 x 0,01 = 3
et écrire X—>P(3) et poser finalement:

—-3n2
p(x =2)= &3 2 004989 _ o
2 2
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e Cet exemple a été donné pour permettre uniquement
la comparaison. Mais, il ne montre pas la nécessité
d’un recours aux approximations.

* Supposons maintenant que nous cherchonsila
probabilité d’avoir 10 pieces défectueuses parmiles
300 pieces.

e Le résultat exact serait de calculer

P(X = 10=Cy,( 00F°(099]

qui est difficile a calculer.
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* Nous sommes amenés dans ce cas a rapprocher ce
résultat du résultat donné par une loi de Poisson de
parametre 3 et de calculer

-3110
P(X =10)=2 3|1 = 0p008
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Approximation par la loi normale

* Siles conditions suivantes pour n et p sont réalisées:
* nestgrand (210)
* pesttrop voisin de 0 ou de 1 (pratiquement NpPg3),

* Laloi binémiale B(n,p)peut étre approximée par une
loi normale

N(T(z np,o = \/nToq)
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RX=K=Gpg™= T Z[J%ZJ

7\H

La quantité t, = obéit a une loi normale,.

centrée, réduite.
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Exemple:

« Etudions la probabilité d’obtenir 5 fois pile en’20
parties de pile ou face:
— Par la loi binomiale
— Par son approximation par la loi normale.

e La probabilité d’obtenir 5 piles en 20 coups est:

2)\2 513 2° 2°

2 15
P(X=5) =C§O(£j (}j =£.i.i= 1504 (D312%0,000030.

P(X = 9= 148%
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» Cette loi binomiale est approximée par la loi normale:

2

(1784% 008208
P(X = 9= 146%

* On voit sur cet exemple, que pour n=20,
I'approximation est tres bonne.
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Approximation de la loi dePoisson.par la
loi normale:

Soit une v.a. qui suit une loi de Poisson de
paramétre A.

Si 2>15, alors cette loi de Poisson P(4) peut étre
approximée par une loi normale N (/], /])

X
Alors, lavariable T = \/7 suit une normale

centrée, réduite N(O,1).
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Exemple:

e Une usine fabrique 400 lampes électrigues a
I’lheure. On admet que le nombre X de
lampes défectueuses produites en une heure
suit une loi de Poisson de parametre /.

On.suppose que A=15. Calculer P(X>15).

Calculer cette méme probabilité par son
approximation par la loi normale.
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e Xsuit une loi de Poisson de parametre'/.
* Donc e )

e J=15 :;P(X:k):L(]'S)k

k!
400 e—15 (15)k 15 e—15.(15)k
P(X>15)= ) — >~ =1-P(0< X <15 =1-) — 7~

(X >15) kZ . ( ) >
* Latable de la loi de Poisson nous donne
L5 e (15)¢
— 7 = (0568
2"
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+ Dot P(X > 19= 0432
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Addition de variables aléatoire
indépendantes
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Addition de variables aléatoire binomiales
indépendantes

e Soit Xune v. a. obéissant a une loi binomiale
B(n,p)et Y une v. a. obéissant a une loi
binomiale B(m,p).

e Si Xet Ysont deux v. a. indépendantes, on
démontre que:

» Lav. a. Z=X+Y suit une loi binomiale B(n+m,p
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Addition de variables aléatoire-de Poisson
indépendantes

e Soit X une v. a. obéissant a une loi de Paisson
P(A) et Yune v. a. obéissant a une loi de
Poisson P(u)

e Si Xet Ysont deux v. a. indépendantes, on
démontre que:

»Lav. a. Z=X+Y suit une loi de Poisson P(4+ ).
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Addition de variables aléatoire normales
indépendantes

* Soit X une v. a. obéissant a une loi normale N(x,0,) et
Y une v. a. obéissant & une loi normale N(y,o,)

¢ Si Xet Ysont deux v. a. indépendantes, on démontre
que:

»>Lav. a. Z=X+Y suit une loi normale N(ZUZ)

“ de'moyenne Z=X+Yy
s d’écart-type
’ P g, =.0l+0;
Mohamed El Merouani 101
» La v.a. V=X-Y suit une loi normale NV,o,)

“demoyenne V=X-—Y

“»d’écart-type o, = af + 05

e Ce théoreme se généralise au cas de n variables
indépendantes.
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