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Chapitre 3 : Théoréme central limite

Exercices :

Exercice 1 : (Remarque 3)

Soit (X))o une famille de variables aléatoires, ou le terme général X
suit la loi de Poisson P(\). Montrer que £2=2 converge en loi vers une

variable aléatoire de loi Normale A (0, 1), lorsque A tend vers l'infini.

Exercice 2 : (Remarque 4)

Soit (X})p>0 une famille de variables aléatoires, ot le terme général X,

_P
suit la loi gamma I'(p, A), (A > 0). Montrer que )\(/%/)f converge en loi

vers une variable aléatoire de loi Normale N (0, 1), lorsque p tend vers
I'infini.
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Théoréme central limite

Exercices :

Exercice 3 : (Remarque 2)

Appliquer le théoréme limite central & une suite (X,,)nen de variables
aléatoires indépendantes de méme loi de Poisson de paramétre 1 pour
trouver la limite de la suite u, =e™" > oy o, 7, n € N.

Exercice 4 :

Soit X, la somme de n variables aléatoires indépendantes
uniformement réparties sur le segment |0, 1]. Trouver la loi limite de la
variable aléatoire X,, réduite. De quel théoréme retrouve-t-on ici un cas
particulier ?
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Chapitre 3 : Théoréme central limite

Corrigés des exercices :

Corrigé de 'exercice 1 :
La fonction génératrice des moments de X est go(u) = exp (A(e* — 1))
celle de X\*f;’\ est donc g(u) = e "V exp <)\(e“/ﬁ — 1))
D’ott In g(u) = —uv/A — A + Aet/VA
:—uﬁ—)\+)\(1+%+%+o(§)>

’lL2 ’lL2
u? /2

ainsi g(u) — e
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Chapitre 3 : Théoréme central limite

Corrigés des exercices :

Corrigé de I'exercice 2 :
La fonction génératrice des moments de X, est
P
go(w) = exp (25) (u < A);

celle de X”\/T;§ est donc g(u) = e~“VPgq (%u)
g(u) =e WP <1_1u)
VB

D’ou Ing(u) = —uy/p —pln (1 - %)
<2 o ()
=5 ro3) %

u?/2

ainsi g(u) — e
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Chapitre 3 : Théoréme central limite

Corrigés des exercices :

Corrigé de I'exercice 3 :

Si (Xp)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
la méme loi de Poisson P(A), on sait que Y, X ~ P(n)) avec, en
particulier, E(>")_; Xz) = nA et Var(}_;_; Xj) = nA. On prend alors
A =1 et on applique le théoréme limite central

T Xp)—n 2
P (7(2’“*\1/5'“) < 0) o+ fi)oo e 2dt =13

nﬁJrooﬁ
T Xk)— _ k
or P ((Zkfxl/ﬁk) < 0) =P ko1 Xk <) =€ Y ochan G
Dot le résultat : ™" 3 ) o, %I;n:)::oo%
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Chapitre 3 : Théoréme central limite

Corrigés des exercices :

Corrigé de l'exercice 3 : (Autre méthode)

La fonction caractéristique de la loi de Poisson de parameétre 1 est
ele"=1) ; celle de la somme S), de n variables aléatoires indépendantes
suivant cette loi est donc (¢ 1), Puisque, par définition, la fonction
caractéristique de S, est égale a Y, P(S,, = k)e* on obtient, en
développant en série la fonction e™€* 1) P(S, <n)=e™ py %If
La loi de Poisson admet un moment du second ordre ; on sait que dans

ces conditions %(‘)9”) tend en loi vers la loi Normale réduite.

Ici E(Sy) =n; o(Sy) = /n, et par suite

_ _ o £
POSS, <n) =P (G <%z <0) o ol md=)
k

N N n 1
D'ou e Zogkgn KO O— 2
n——+oo

B
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Chapitre 3 : Théoréme central limite

Corrigés des exercices :

Corrigé de l'exercice 4 :

eit—1
it

La fonction caractéristique de X est ¢(t) = fol et dy =
i n
Celle de X, est donc ¢, (t) = (ﬁ)

it
. 1 .
La moyenne de X est 1, la variance de X est [, 22dz — + = L ; on sait
Y 27 0 1= 12
que dans la convolution les moyennes et les variances s’ajoutent ; soit
—n _—n
E(X,) = 5 Var(X,) = 15
La fonction caractéristique de X,, réduite est donc
it n
LB [ eon) 1
P, (t) =exp (—zt ) -
n( ) o(Xn) = ;n)
n n
B . /3 e2it\/g_1 B —it, /3 e2it\/%_1
=exp(—ily/o xn) | “—F] =|e nf — —=
. 3 3 3
21t\/; 21t =
n n
eit\/%iefit\/g sinty/ 2

Qit\/E ty/2
n n
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Chapitre 3 : Théoréme central limite

Corrigés des exercices :

Corrigé de I'exercice 4 :

sint %

In®,(t) =nln wEe

ty/2 inty/3
Lorsque n — oo, In = \/: ~2 -1

ty/3 ty/3
: 3 _ 3_ 5\’ 1
Or s1nt\/;— g—§< 5) +O<W)’
smt\/g 21 1
donc t\/g —1:—354‘0(?)7
21 1
et ln@n(t):n<—%ﬁ+o(ﬁ)),
2

d’ot ®,,(t) — e T qui est la fonction caractéristique de la loi Normale

Xn—E(Xn)

réduite. Donc O tend en loi vers la variable aléatoire Normale
réduite.

v
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Théoréme central limite

Corrigés des exercices :

Corrigé de I'exercice 4 :

Ceci est un cas particulier du théoréme suivant : Si les variables

aléatoires X}, indépendantes ont méme loi de variance o2, la variable
_ 2 Xg—nEX)

Y, = o (X) converge en loi vers la loi Normale réduite.
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