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Introduction:

e on suppose que |'on dispose d’un bon
générateur de nombres pseudo-aléatoires et
on se demande comment a partir d’une suite
(U.),»; de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées suivant la loi
uniforme sur [0, 1] construire une variable
aléatoire de loi donnée, avec une attention
particuliere pour les lois usuelles continues et
discretes.
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Fonction de répartition
(Rappels):
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Fonction de répartition d’une v.a.
discrete:

e La probabilité pour que la variable aléatoire X
prenne une valeur inférieure ou égale a x est
une fonction F(x).

o Cette fonction est appelée fonction de
répartition de x.

F(X)=P(X<x) =2 A(X=y)
e La fonction F()f) est une fonction en escalier,
croissantede 0 a 1.

Exemple de fonction de répartition:

e Pour I'expérience de lancement d’une piece de
monnaie, on a la loi de probabilité de X est résumée
par le tableau suivant:

X, |0 1 2P,
p, |2 (12 |1

e Safonction de répartition sera:
0 s x<0
F(x)=41/2 s0<x<1
1 s x=1
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Représentation graphique de F(x):

F(x)

[=Y
~
~

Fonction de répartition d’une v.a.
continue:

On définit la fonction de répartition F d’'une v. a.
continue X de la méme maniere que pour une-v.a.
discréte, c’est-a-dire F(X)=P(X<x).

La fonction continue  F(X)=[_ f(t)dt est
croissante de 0 a 1 lorsque X varie de -0 g +oo,

Par conséquent, une v.a. continue est une v.a. dont
la fonction de répartition est continue.

La fonction de densité f d’une v.a. continue X est la
dérivée de da fonction de répartition F, c’est-a-dire
F’'(x)=f(x).
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Représentation graphique de F(x)
continue:

F(x)

Simulation des lois de
probabilités continues

10
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Méthode d’inversion (Théoréme):

Proposition:

Supposons que la v.a. X a pour fonction de
répartition F continue et strictement
croissante, toujours que O<F(x)<1.

Soit U v.a.=> 74(0,1).

Alors, la v.a. F1(U) a pour fonction de
répartition. F.

11

Méthode d’inversion (dém):

Démonstration:

Soit G la fonction de répartition de F1(U).

Alors: G(X)=P(F1(U)<x)
=P(F(FY(U))<F(X)). ar 2 monotonie ¢
=P(U<F(x))=F(X). (ruswou)

12
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Méthode d’inversion (algorithme):

* Cette méthode suggéere que pour générer des
échantillons d’une v.a. X pour laquelle F1 est
connue, on peut générer des nombres aléatoires
U uniformes sur (0,1) et faire X=F1(U).

¢ _Nous avons alors l'algorithme d’inversion suivant:

Générer U-> (0,1)

FaireX=F*(U)

Sortir X

Méthode d’inversion (Remarques):

Une condition minime pour l'application de cette méthode

est de connaitre la forme explicite de F.

Cela est vérifié pour plusieurs lois de probabilités, comme
I"'uniforme, I'exponentielle, de Weibull, de Cauchy, ..

Remarquons qu’une telle condition n’est pas suffisante, par

exemple, pour la loi beta, il est possible théoriquement de
la simuler par inversion, mais elle peut résulter tres
couteuse.

Parfois, nous disposons d’une bonne approximation de F3,

d’ou on peut utiliser la méthode par approximation.

14

18/03/2013



www.elmerouani.jimdo.com

Méthode d’inversion-Exemples:

1. Simulation d’une v.a. %(a,b):
Sa fonction de répartition est:

-

0 six<a
F(x):<x;a sia< x<b
b—a
1 six=b

Dans le schémas\général, il suffit de faire:
X=F-1(U)=a+(b-a)U

15

Méthode d’inversion-Exemples:

2. Simulation d’une v.a. de Weibull #{e;1):
Sa fonction de répartition est:

F(x) = 0 Six<0
B 1—exp(— x") six=0

Nous faisons  y — FY(U)=[-Ln(1-U )];

oubien x=[-Lnuls Puisque (1-U)->740,1)

16
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Simulation des lois de
probabilités discretes

17

Les lois de probabilités discretes:

* On considere une variable aléatoire discrete X

qui peut prendre les valeurs X, %, ..., %.
* Soit P(X=x)=p, i=1,2,...,n
avec p:>0 et 2 p=1

e Sa loi de probabilité est donnée par:

XXy X 1Xg X | [X 3D
1

Pi P1 P2 P3s Pg o Py

18
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Fonction de répartition d’une loi de
probabilité discrete:

* Sa fonction de répartition F(x)=F=P(X<x)=>_p,

0 SiX< X
P, Six < X< X,
Pt P2 SIX < X< Xq

F(x)=- _
R+ P+ P SiX < X<X,

1 SiX= X,

Fonction de répartition (inverse)
d’une loi de probabilité discréte:

» On définit la fonction F
X si  O<u<F(x)
si F(x)<u<F(x,)

%
% sl F(x)<u<F(x)
X, si F(x)<u<F(x,)

% s F(%.) S x<F(x)=1

20
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Méthode d’inversion pour les lois
discrétes (Théoréme):

+ soit F(u) = min{ x: F(X) = u}
s Siu=>U([0,1]), alorslav.a. X =F (U) a pour

fonction de répartition F.
 Donc, dans ces conditions F joue le role de F

21

Méthode d’inversion-Dém:

Remarquons le minimum est atteint parce que
F est continue a droite, alors F est bien
définie.

En plus, F(f(u))z u

et H A )=min{y: F(y)2 F(x}<x

D’ou I'égalité des ensembles:

{(ux:RY< A={(un:us F}

et des probabilités:

i X< )= {F(U)< = PU< F(x))=F(x)_

18/03/2013
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Algorithme de la méthode d’inversion
pour les lois discréetes:

* Pour une loi discréte générale, ona F(u) =i
avec F_,<us<F;, donc la méthode d’inversion
est équivalente a chercher l'indice i
convenable dans la liste des F..

* En'général:
HyY=x  siF(xy)=F,<u<F=F(x)

e Algorithme:

Générer U->74(0,1)
Tant que FgU, Faire i=i+1
Sortir X=i .

Simulation d’une loi‘de Bernoulli de
parametre p € [0, 1]:

* La loi de probabilité de X suivant une’loi de
Bernoulli est:

X 0 1 |2p
P; q=1-p |p |1
e Sa fonction de répartition est:

0 Six<0
F(X)=<9g=1-p si0< x<1
1 six=1

24
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Simulation d’une loi de Bernoulli de
parametre p € [0, 1]:

e Sa fonction de répartition inverse sera:

ﬁ(u):{o si.0<u<q:1—p
1 sig=1-p<ux<l
e D’ou l'algorithme:
Générer U->140,1)
Si'U21-p, sortir X=1
Autrement, Sortir X=0

25

Simulation d’unedoi uniforme
discrete:

e Une v.a. X suivant une loi de probabilité
uniforme discrete prend les valeurs entiers
naturelles i=1,2,...,n avec la méme probabilité

P(X =1) :E, di=12,...,n
n
e Sa fonction de répartition est:

F()=P(X<i)=>p, =

[ .. )
— Sl Isx<i+1
i<i n

26
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discrete:

Simulation d’une loi uniforme

e Sa fonction de répartition inverse est:
FU=X=i siF(x,)=F, = Tt<u<l
n n
= I-1<nu<i

ou encore X= en(nu)+1

= F = F(x)

27

Exemples sur Excel

28

14
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Simulation d’une loi par la méthode
d’inversion sur Excel

* Avec Excel, on peut simuler la réalisation
d’une variable de loi uniforme en utilisant la
fonction ALEA.

Par conséquent, on simule une réalisation de
lawvariable X en appliquant la réciproque de sa
fonction de répartition au résultat de la
fonction‘ALEA.

29

Exemple: La loi normale standard

e La fonction de répartition est calculée par la
fonction LOI.NORMALE.STANDARD, sa
réciproque par la fonction
LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE.

e Par exemple, la formule
=LOI.NORMALE.STANDARD(1,96) donne 0,975,
probabilité d’obtenir une valeur inférieure a 1,96.

e En appliguant la fonction réciproque sur le
résultat, c’est-a-dire en tapant la formule
=LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE(0,975), on
retrouve la valeur de départ, 1,96.

30
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Exemple: La loi normale standard

* Appliquons la réciproque de la fonction de
répartition au résultat de la fonction ALEA.

=LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE(ALEA())

* Recopions la formule sur 1000 cellules et
représentons la distribution des valeurs
obtenues par un nuage de points ou par un
histogramme.

31

Exemple: La loi normale standard
> i
(9] Fichier Edtion Affichage Insertion Format Outls Données Fenétre 2 TdPe: une question -8 X

Al v f =LOI NORMALE. STANDARD INVERSE(ALEA()

1 021! _
Ty g m
0 3 = —
0909 8 21 : 180 7
ST T - H
056 E 0 5100 —
1% 5198 3
036 321 : 50 —
I s |
'D,E;, -4 T T T T 1 E 0 ™1 o e e e
RIET 0 200 40 EOD BO0 1000 [ A N T N
éégg Numéro de cellule Valeur simulée
32
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Lois discretes: Méthode générale

e On fait 2 lancers de piece de monnaie et on
note le nombre de fois ou on a retourné le
coté face.

*/La variable correspondante est distribuée de
lasmaniere suivante :

X: 0 1 2

P 025 |05 0,25

33

Lois discretes: Méthode générale

e Sa fonction de répartition est:

-

0 six<0
0,25 si0O<sxx<l1
F(X) =1 .
0,75 sil<x<?2
1 Six=2

34
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Lois discretes: Méthode générale

1 .

0,75
Proba
cumuléee 05 -
Fix)

0,25 -

O T T T 1

35

Lois discretes: Méthode générale

e La fonction de répartition inverse sera:

0 siu<0,25
F(u) =<1 si0,25<u<0,75
2 si0,75<ux<l

e Cette fonction peut étre réalisée sur Excel
avec la fonction RECHERCHEV.

-

36
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B Microsoft Excel - Classeur] =[0] ]

@ Fichier Ediion  Affichege Insertion Format Oudls Données Fepétre ? = 8 X
Ab v fe =RECHERCHEV(ALEA() Table;2)

AlB|C|D E F G H 3‘
d 2- Plage nommée
7 00 |orable" r
f 05 1
g 05 2
n v

» Vérifiez que les valeurs de la variable apparaissent avec
des fréquences proches des probabilités.

37

La loi discrete uniforme

e On veut simuler le point marqué par un.dé.
* Pour faire correspondre aux valeurs de la fonction
ALEA :
— la valeur 1 aux valeurs comprises entre 0 et 1/6;
— la valeur 2 aux valeurs entre 1/6 et 2/6,
— etc,,
* |l suffit de multiplier le résultat de la fonction

ALEA par 6, d’éliminer les décimales du résultat et
d’ajouter une unité, ce que fait la formule

=ENT(ALEA()*6)+1

38
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Loi de Bernouilli

e Pour simuler le résultat de lancer d’une piéce de
monnaie, il suffit de dire qu’on a retourné le co6té face
si la résultat de la fonction ALEA est plus petit que 0,5:

=SI(ALEA()<1/2;"Pile";"Face")

*" De maniére générale, on simule la réalisation d’un

événement A de probabilité p par la formule
=SI(ALEA()<p;"A";"Non A")

» ‘etlavariable indicatrice de I'événement, c’est-a-dire la
variable qui prend la valeur 1 si I'événement est réalisé
et 0 sinon par

=SI(ALEA()<p;1;0)

39

Formules pour les lois usuelles

e En appliquant la méthode d’inversion, on
simule avec Excel toutes les lois de
probabilités usuelles

discrete uniforme sur les =ALEA.ENTRE.BORNES(1;n)
valeurs entieresde 1 an

40
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Loi

Bernouilli de
parametre p

binomiale de
parametres n et p

Poisson de
parametre m

=SI(ALEA()<p;1;0)

=CRITERE.LOI.BINOMIALE(n;p; ALEA())

On peut utiliser la convergence de la
loi binomiale vers la loi de Poisson et
reprendre la formule du dessus en
remplagant n par 1074 et p par
m/10°4

41

Loi

hypergéométrique

géométrique de
parametre p

continue uniforme
entreOetl

utiliser RECHERCHEV a partir des
probabilités cumulées calculées avec
la fonction LOI.HYPERGEOMETRIQUE

=ARRONDI.SUP(LN(ALEA())/LN(1-p);0)
le fractile d’ordre 1-a étant I'entier
supérieur ou égal a In(a)/In(1-p)
=ALEA()

42
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o

continue uniforme =ALEA()*(b-a)+a
entreaetb
gamma de =LOI.GAMMA.INVERSE(ALEA();r;1)

parametre r

béta de parametres n =BETA.INVERSE(ALEA();n;p;a;b)
et p entre les bornes
aetb

43

i

normale =LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE(ALEA())
standard

normale de =LOI.NORMALE.INVERSE(ALEA();m;sigma)
parametres
m et sigma

log-normale =LOI.LOGNORMALE.INVERSE(ALEA();m;sigma)

Khi-deux a =KHIDEUX.INVERSE(ALEA();nu)
nu ddl

44
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Student 3 nu =LOL.STUDENT.INVERSE(ALEA();nu)
ddl

Fisher anul =INVERSE.LOIL.F(ALEA();nul;nu2)
et nu2 ddl

exponentiell =-1/lambda*LN(ALEA())
e de

parametre

lambda

45

Exemple

\

* Un examen consiste en une série de 40
guestions indépendantes comptant chacune
pour le méme nombre de points. A chaque
guestion, 4 réponses sont proposées dont une
seule est exacte. A-t-on des chances d’avoir
plus de la moyenne quand on répond au
hasard ?

46
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Exemple

e Le nombre de bonnes réponses suit une |oi
binomiale, qu’on peut simuler par la formule

=CRITERE.LOI.BINOMIALE(n;p;ALEA())
avec n =40 (nombre de questions)
etp =% (4 choix possibles par question).
e ‘Mais c’est avant tout la somme des
indicatrices de succeés a chaque question (on

note 1 silaréponse a la question est bonne, 0
sinon).

47

Exemple

e C’est le « processus de Bernouilli », gu’on
simule par la ligne de formule suivante:

B Microsoft Excel - formules <18l
@ Fichier Edition  Affichage Insertion Format  Qubls Domnées  Fenétre 2 -8 X
N A \ | Al AN AD 1

01 o low Q40 Nombre de bonnes

6 réponses
_'LI=SI(ALEA[J<1M;1 ) =51(# 1=3IALEA(<1/4.1,0) =SI(ALEAQ<1/4:1,0) =S OMMEIAT.AN7)

48
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Exemple

» Recopiez les formules sur 1000 lignes.
Représentez la distribution du nombre de
bonnes réponses par un diagramme en
batons.

e Comparez la a la distribution de probabilités
(calculées avec la fonction LOI.BINOMIALE).

e 'étudiant a-t-il des chances d’avoir coché la
bonne réponse a plus de la moitié des
guestions ?
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